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节理泊松圆盘模型直径分布推断的解析方法 
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摘  要：节理圆盘直径分布是节理网络模拟中的重要参数之一。在节理为 Poisson 圆盘的假设下，根据三维齐次 Poisson 点

过程的数学特征，给出迹长分布概率密度函数的多项式形式和相应的约束条件；对 Warburton 提出的迹长分布概率密度函数

和节理直径分布概率密度函数关系公式进行 Santalo 变换，推导了多项式形式的迹长分布所对应的直径分布概率密度函数的

解析解，并采用 Priest 给出的解析解验证其正确性；根据概率密度函数的性质，给出了直径分布概率密度函数定义域的推断

方法。编制节理网络模拟程序，采用 Monte Carlo 方法验证节理 Poisson 圆盘直径分布概率密度函数解析解的正确性和直径

分布概率密度函数定义域推断方法的适用性。 
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中图分类号：TU 45；O 211.6          文献标识码：A 
 
 

Analytical method for estimating diameter distribution of Poisson disc joint model 
 

ZHANG Guo-qiang1, 2，FEI Wen-ping1, 2，ZHANG Ru1, 2，DENG Jian-hui1, 2 
（1. State Key Laboratory of Hydraulics and Mountain River Engineering, Sichuan University, Chengdu 610065, China;  

2. School of Water Resources and Hydropower, Sichuan University, Chengdu 610065, China） 
 

Abstract: One of the key procedures in statistical joint modeling is the determination of the joint size distribution. The mathematical 
features of the Poisson point process was considered. When the joint diameter distribution is continuous, the trace length lower 
bound must be zero; and the upper bound must be equal to the joint diameter upper bound. Since any continuous function could be 
fitted by a polynomial with high accuracy, a polynomial trace length distribution and constraints were proposed in the infinite 
sampling window for the Poisson disc joint model. Santalo closed-form integral solution was used to derive a closed-form expression 
for the equation, which determined the trace length distribution from the joint diameter distribution proposed by Warburton. Based 
on the polynomial trace length distribution, an analytical equation was derived to estimate the joint diameter distribution, and the 
complex numerical methods were avoided. The analytical equation was verified by the formula proposed by Priest. Based on the 
characteristic of the probability density function, a method for estimation of diameter distribution range was proposed, and the joint 
diameter lower bound was inferred by small step search algorithm. The inference method was checked for validity through Monte 
Carlo simulation. 
Key words: joint network; Poisson disc joint model; joint diameter distribution; analytical method 
 

1  引  言 

节理网络模拟在块体稳定分析、岩体渗流特性

以及表征单元体 REV 的研究中占有重要地位，对节

理的空间形状和空间尺度的假设在节理网络模拟中

显得尤为重要。目前广为应用的是 Baecher[1]提出的

Poisson 圆盘模型。该模型认为节理是空间的圆盘，

且圆盘中点是三维齐次 Poisson 点过程；节理形状

为圆形假设是依据 Robertson[2]和 Barton[3]在不同露

头上对结构面的调查，发现有相同的迹长特征；圆

盘中点是三维齐次 Poisson 点过程的假设是基于体

视学[4]的观点，即模拟区域采用 Poisson 圆盘模型

时，测窗平面切割该区域，测窗内的节理间距应服

从负指数分布，Baecher、Snow、Priest、Hudson， 
Ca11和Einstein从现场间距的调查证实了该观点[5]。 

Warburton[4]在平行的 Poisson 圆盘假设下，推

导了无限测窗下的迹长分布概率密度函数与圆盘直

径分布概率密度函数关系的公式 ( 以下简称
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Warburton 公式)，使得采用节理 Poisson 圆盘模型来

模拟多组平行或近似平行的节理时，需要获得无限

测窗下的迹长分布概率密度函数。 Song[6] 在

Warburton 假设的基础上给出了由测窗面样本推断

无限测窗下迹长分布概率密度函数的方法和公式；

进而节理圆盘直径分布概率密度函数在理论上可由

Warburton 公式来获得。 
Song[6－7]和梅涛[8]采用数值方法离散 Warburton

公式获取直径分布概率密度函数的数值解。Tonon[9]

将迹长分布概率密度函数假设为均匀分布，指数分

布等经典的分布函数，采用 Santalo 变换，推导了对

应的直径分布概率密度函数的解析解，然而实际的

迹长分布概率密度函数也不全是经典的分布，并且

在对获得的直径分布概率密度函数定义域的具体推

断研究方面存在不足。 
本文针对这个问题，根据三维齐次 Poisson 点

过程的数学特征，在直径分布概率密度函数连续的

假设下，给出了迹长分布概率密度函数的约束条件；

由于任何连续的函数都可采用多项式来拟合，故将

迹长概率密度函数简化为一般意义上的多项式形

式，该形式可较好地拟合现场获得的直方图数据；

采用 Santalo 变换，推导了多项式形式的迹长分布概

率密度函数所对应的直径分布概率密度函数的解析

解，并采用 Priest 给出的解析解进行验证；根据概

率密度函数的性质，给出直径分布概率密度函数定

义域的推断方法。采用 Monte Carlo 模拟技术，编

制了基于 Matlab 平台的节理网络工具箱 RJNS3D，

利用 RJNS3D 验证本文提出的直径分布概率密度函

数解析解和直径分布概率密度函数定义域推断方法

的适用性，并对研究中存在的问题进行讨论。由于

节理网络模拟是与研究尺度有关的问题，本文不对

单位进行标定。 

2  无限测窗下的迹长分布概率密度函
数数学形式的选择 

Warburton[4]在平行的 Poisson 圆盘假设下，提

出了无限测窗下的迹长分布概率密度函数与圆盘直

径分布概率密度函数关系的公式，即 Warburton 公

式： 
 

 2 2

( )( ) dA y

y g xh y x
m x y





          （1） 

式中： 为节理 Poisson 圆盘的最大直径； ( )g x 为 
圆盘直径分布概率密度函数；

 

 0
( )dm xg x x

  ，为 

直径分布概率密度函数的均值； ( )Ah y 为无限测窗

下的迹长分布概率密度函数。 

假设节理为 Poisson 圆盘，迹长即为圆盘与测

窗相交的弦长，故对于任何连续的直径分布概率密

度函数，由于三维齐次 Poisson 点过程是各向同性

的[5, 10]，在无限测窗下的迹长必在[0, ] 区间内，所

以对于任何连续的 Poisson 圆盘直径分布概率密度

函数，其对应的迹长分布概率密度函数 ( )Ah y 的定

义域为： [0, ]y  ，并且区间的两个端点是 ( )Ah y 的

两个 0 点。 
由于概率密度函数可由统计直方图拟合获得，

且多项式可较好地对统计直方图进行拟合，故将

( )Ah y 假设为 n 次多项式形式并满足一定的约束条

件，其中 ka 为多项式系数。 

1
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3  直径分布概率密度函数的推断方法 

3.1  直径分布概率密度函数解析公式的推导 
利用Santalo[9]变换，给出了Warburton公式的

Abel类型积分方程的形式： 
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令 ( ) ( ) /AI y h y y ，利用 Deutsch[11]的分布积分

变换方法， 
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将式（2）代入 ( ) ( ) /AI y h y y ，再将 ( )I y 代入

式（4）大括号内的第 2 项： 
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令 2 2u y x  ，对式（5）展开并分项推导， 
3
2

3
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由式（6）、（7）得 
3
2
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式（8）消除了式（7）积分下限的奇异，将其

代入式（4），有 
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式中：
2
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 的递推关系如下： 
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式（9）给出了多项式形式的迹长分布概率密度

函数对应的直径分布概率密度函数的解析解。由于

多项式可在一定的精度内拟合迹长统计直方图或者

任意的连续分布，较 Tonon[9]采用列举迹长分布为

一些经典的分布而求解出直径分布概率密度函数的

方法有较好的一般性。 
3.2  直径分布概率密度函数定义域的推断 

无限测窗下的迹长分布概率密度函数可由

Song[6]的方法获得，即式（9）中 ka 是可以确定的；

对于直径分布的均值 m 和直径分布概率密度函数

定义域的推断则需要利用概率密度函数的性质和推

导的直径分布解析解的数学特征。 
设 0 是未知的直径分布概率密度函数定义域

的下界，且 0  ； 是 Poisson 圆盘的最大直径，

即直径分布概率密度函数定义域的上界，也是无限

测窗下的迹长分布概率密度函数定义域的上界。 
设定 0 一个初值，令 *( ) ( )g x mg x ，由式（9）

得 

2
 *
 

1

( 1)2( ) d
π

kn
k

x
k

a k yxg x y
u






 
  

 
     （11） 

利用概率密度函数的性质有 

0 0

  *
  

( )d ( )d 1g x x m g x x 

 
         （12） 

根据式（12），m 值可由下式计算得出： 

0

 *
 

1

( )d
m

g x x






            （13） 

根据式（13）计算出m 值，代入式（9），根据

均值的定义 

0

 

 
( )dcm xg x x


             （14） 

若 0 是直径分布概率密度函数定义域的下界，

则 cm m ，反之则不相等；故 0 可从略小于 的值

开始搜索，直至 cm m 的误差值不再增加为止。 
根据以上论述，具体的推断步骤如下： 

（1）在已知无限测窗下的迹长分布概率密度函

数为 n 次多项式形式时，根据式（9），计算直径概

率密度函数的解析形式； 
（2）设定固定的搜索步长或依据收敛的情况设

置变步长 ，第 i 步的直径分布概率密度函数定义

域的下界记为 

0 i                 （15） 

（3）根据式（13）和式（14），计算第 i 步的
im

和 i
cm 值，定义误差量为 e，则节 i 步的误差量为

i i
i ce m m  ，如果 1i ie e  ，重复步骤（2），反之，

停止迭代， 0 ( 1)i     即为直径概率密度函数

定义域的下界。 
3.3  Priest 解析解的算例验证 

Priest[12]给出节理直径概率密度函数 ( )g x 服从

[0, ]x  均匀分布时的迹长分布概率密度函数的解

析解为 

 2 2
2

2( ) ln ln ,

0

A
yh y y y

y

 



      

 ≤

   （16） 

式中： 为无限测窗下的最大迹长，即 Poisson 圆

盘的最大直径。 
将此解析解采用最佳平方逼近的方法[13]，获得

多项式形式的表达；采用本文推导的解析解来推断

( )g x 是否服从 [0, ]x  的均匀分布，以此来验证本

文推导的解析解的正确性。 
根据以上论述，设定 8  ，给出式（16）的

18 次多项式的最佳平方逼近，见式（17）。绘制最

佳平方逼近的多项式分布曲线与式（16）的理论分
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布曲线，见图 1。 
10 18 8 17

7 16 5 15 4 14

3 13 12 11 10

9 8 7 6 5

4 3 2

( ) 3.19 10 +2.24 10
7.24 10 1.42 10 1.9 10 +
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y y y y y
y y y y

 

  



    
    
   

   


 

                                       （17） 

 

图 1  迹长概率密度函数的最佳平方逼近 
Fig.1  Best least-squares polynomial interpolation 

approximation of trace length distribution 
 

根据式（9）计算出直径分布概率密度函数的解

析形式，见式（18）： 
2 2
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0.952ln(8 64 ) 0.511 64
18.6 ln 0.067 ln 0.204 10

x x
x x

x x
x x x x
x x x x x x

x x
x x x x









  

   

   

    
  

    
   8 16 ln ]x x

                                       （18） 

绘制推断的直径分布概率密度函数曲线与理论

的均匀分布曲线，见图 2。由图可直观看出本文推

导解析解的正确性。 

 
图 2  直径概率密度函数的解析逼近 

Fig.2  Rational function approximation of  
diameter distribution 

 

4  Monte Carlo 模拟验证 

4.1  节理网络模型的选择 
为验证本文提出的直径分布解析解和直径分布

定义域的推断方法的适用性，利用 Monte Carlo 模

拟技术[14－15]，开发了基于 Matlab 平台的节理网络

模拟工具箱 RJNS3D；假设节理为平行的 Poisson 圆

盘模型[4]，设定节理的体积密度和直径分布概率密

度函数[16]，生成单组或者多组平行节理，并将本文

提出的直径分布解析解和直径分布定义域的推断方

法编制成相应的函数，置于 RJNS3D 中。利用

RJNS3D，生成的节理网络模型见图 3。 
 

 
(a) 单组节理                (b) 两组节理 

图 3  节理网络模型 
Fig.3  Models of joint network 

 
利用 RJNS3D，采用两个模拟算例，即推断的直

径分布分别为均匀分布和正态分布。均匀分布是在

定义域端点处存在间断点的分布，正态分布是连续

的分布，以此作为直径连续型分布函数的两个典型

算例。模拟参数见表 1。 
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表 1  RJNS3D模拟参数表 
Table 1  Parameters for simulation using RJNS3D 

节理 直径概率密度函数 测窗 
算例 

产状 体积密度 分布类型 均值 区间 标准差 尺寸 产状 
模拟区域体积 

1 0°∠60° 0.25 均匀分布 10 [4,16] 2.309 4 72×36 90°∠90° 80×40×40 
2 0°∠60° 0.25 正态分布 10 [4,16]* 1.200 0 72×36 90°∠90° 80×40×40 

注：正态分布概率密度函数的定义域是  ,  ，在  5 , 5     区间内积分的为 0.999 9，故以此区间作为直径分布概率密度函数可推断 
的定义域。 

h A
 (  y

) 
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4.2  迹长概率密度函数的获得 
在 Warburton[4]平行 Poisson 圆盘的假设下， 

Song[6]利用矩形测窗见图 4，建立测窗内未删节迹

长分布概率密度函数与无限测窗下的迹长分布概率

密度函数的关系公式， 
 

 
图 4  矩形测窗下未删节的迹长 

Fig.4  Traces with both ends observable in a  
rectangular sampling window 

 

2( ) ( )
( )

c
c

A A
Nh y h y

ay by c


 
       （19） 

式中： cos sina   ， cos sinb W H    ； c   
WH ； 为迹线和测窗水平边界的夹角； cN 为测窗

内未删节迹长的个数； ( )c
Ah y 是测窗内未删节迹长

分布概率密度函数，可根据测窗内的未删节迹长直

方图拟合获得；是迹线中点面密度，由 Mauldon[17]

给出的估计公式求出， 

2
2

d cN N
WH




             （20） 

式中： dN 为测窗内一端可见迹线的个数。 
表 1 中设定较大的测窗尺度，使测窗涵盖无限

测窗下的最大迹长，即直径分布定义域的上界；依

据式（19）可获得完整的迹长分布概率密度函数。

在此情况下， ( )c
Ah y 和 ( )Ah y 有相同的定义域，否则

获得的无限测窗下的迹长分布概率密度函数是不完

全的，这里不考虑截断误差的影响；由于节理是相

互平行的，不需要考虑产状的校正。测窗的布置和

测窗内的迹线如图 5 所示。 
测窗内的未删节迹长分布概率密度函数可由测

窗内的未删节迹长统计直方图获得，设测窗内未删

节迹长直方图的第 i 个分组区间（ ,  i iy y y  ）的样

本个数为 c
iN ，对式（19）在此区间内进行积分： 

2 2( )d ( )d
( )

i i

i i

y y y y c
call

A A
y y a

Nh y y h y y
ay by c

 


    （21） 

 
(a) 测窗的空间位置 

 
(b) 测窗内的迹线 

图 5  测窗的布置图 
Fig.5  Location of sampling window  

 

对式（21）利用中矩形公式[13]，给出无限测窗

下的迹长分布概率密度函数对应分组的组中值， 
1
2

1
2

1 1
2 2

2

( )
( )

[ ( ) ( ) ]

c c
all A i

A i
i i

N h y y
h y

a y b y c



 




 
   （22） 

在第 i 个分组区间 ( , )i iy y y  上，对测窗内的

迹长分布概率密度函数进行积分并利用中矩形公

式，有 

1
2

( ) ( )
i

i

y y c
c c i
A A i c

y all

Nh y dy h y y
N



       （23） 

由式（22）和式（23）得出无限测窗下的迹长分布

概率密度函数对应分组的组中值， 

1
2

1 1
2 2

2( )
[ ( ) ( ) ]

c
i

i
i i

Nh y
a y b y c y

 


  

   （24） 

根据测窗内未删节迹长统计直方图，采用式

（24）计算出无限测窗下的迹长分布概率密度函数

的离散值，改变 y 可获得较多的迹长分布离散值；

采用最小二乘法对这些离散值进行拟合来获得无限

测窗下的迹长分布概率密度函数。 
根据表 1 设定的模拟参数，RJNS3D的模拟结果

见表 2。 
 

表 2  RJNS3D模拟结果表 
Table 2  Values of simulation using RJNS3D 

算例 
函数 
分布 

节理 
数量 

直径最

小值 
直径最

大值 
迹线数

量 
迹长最

小值 
迹长最

大值 

1 均匀 
分布 

32 000 4.000 15.999 4 878 0.008 5 15.996 

2 正态 
分布 

32 000 4.942 14.497 5 021 0.001 0 13.197 

W 

H
 

 y 

 
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从表 2 所列的测窗内未删节迹长统计结果可以

看出，模拟算例 1、2 的最小迹长接近 0，最大迹长

接近模拟区域内 Poisson 圆盘直径的最大值，模拟

的结果验证了本文第 2 节对无限测窗下的迹长分布

概率密度函数的数学特征分析是正确的。 
将获得的测窗内未删节迹长数据划分为 8~20

组，利用式（24）计算出无限测窗下的迹长概率密

度函数离散值；迹长分布概率密度函数采用式（2）
的形式，调用 RJNS3D 中的最小二乘拟合函数，给

出模拟算例 1、2 拟合的多项式形式的概率密度函

数，见式（25）和式（26）。 
2

2 3 1 1 4

3 5 4 6 6 7

( ) 10 ( 15.996)( 0.379 0.478
0.27 0.712 10 0.101 10
0.791 10 0.324 10 0.538 10 )

Ah y y y y
y y y

y y y



 

  

    
    

    
  

                                       （25） 
式（25）为模拟算例 1 在无限测窗下的迹长分

布概率密度函数的拟合式。 
2

2 3 1 4

2 5 4 6

( ) 10 ( 13.197)( 0.684 0.997
0.582 0.157 0.213 10
0.139 10 0.344 10 )

Ah y y y y
y y y

y y





 

    
   

  
  

                                       （26） 
式（26）为模拟算例 2 在无限测窗下的迹长分

布概率密度函数的拟合式。 
绘制无限测窗下的迹长分布概率密度函数的离

散点和拟合的多项式形式的概率密度函数曲线，见

图 6。 
 

 
(a) 模拟算例 1 

 
(b) 模拟算例 2 

图 6  无限测窗下的迹长概率密度函数拟合曲线 
Fig.6  Fitted curves of trace length distribution  

4.3  直径分布概率密度函数的获得 
调用 RJNS3D 中直径分布推断函数，计算出解

析解；调用 RJNS3D 中直径分布定义域推断函数，

采用变步长的搜索方式，推断出直径分布的定义域；

从而给出直径分布概率密度函数下界。模拟算例在

进行直径分布下界推断时的迭代收敛曲线见图 7。 
 

 
(a) 模拟算例 1 步长为 1 的迭代收敛曲线 

 
(b) 模拟算例 1 步长为 0.1 的迭代收敛曲线 

  
(c) 模拟算例 2 步长为 1 的迭代收敛曲线 

 
(d) 模拟算例 2 步长为 0.1 的迭代收敛曲线 

图 7  迭代收敛曲线 
Fig.7  Curves of iterative error 
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根据推断的直径概率密度函数定义域，计算出

直径分布的均值，给出直径分布概率密度函数的解

析解见式（27）、（28）。式（27）为模拟算例 1 的直

径概率密度函数解析解。式（28）为模拟算例 2 的

直径概率密度函数解析解。 
16

16 2 2 16

2 17 2 1 4

3 4 16 3 4

18 4 4

( ) 3.14 ( 5.45 0.16ln(0.901 10 ) 0.16ln

0.656 10 1.43 0.0423 ln(0.901 10 )

0.0423 ln 0.987 10 0.29 10

0.853 10 ln(0.901 10 ) 0.853 10 ln

0.107 10 0.608 10

g x x P x
P x x P

x x x P x
x P x x
x P



 

 

 

      

     

    

     

   6 5 6

5 6 16 22

0.179 10 ln

0.179 10 ln(0.901 10 ) 0.699 10 )

x x x
x P P



 

  

    

                                       （27） 
式中： 32 30 20.811 10 0.317 10P x    。 

 16

15 2 2

16 2 16 2

4 2 4 16

2 4 18 4 4

( ) 3.21 9.01 0.277ln(0.186 10 )

0.277 ln 0.528 10 2.59 0.0795

ln(0.186 10 ) 0.0795 ln 0.831 10

0.0484 0.149 10 ln(0.186 10 )

0.149 10 ln 0.697 10 0.491 10

g x x Q

x Q x x

Q x x x Q

x x Q

x x x Q x







  

     

    

     

    

    



6

5 6 5 6 160.151 10 ln 0.151 10 ln(0.186 10 )x x x Q 



    

                                       （28） 

式中： 31 29 20.345 10 0.198 10Q x    。 
绘制推断的直径分布概率密度函数曲线，模拟

区域内的 Poisson 圆盘直径统计直方图以及模拟算

例的直径分布概率密度函数理论曲线，见图 8。 
 

 
(a) 模拟算例 1  

  
(b) 模拟算例 2  

图 8  直径分布概率密度函数推断曲线 
Fig.8  Estimated diameter distribution curves  

根据 Warburton[4]提出的计算节理体积密度的

公式为 

v sinm





             （29） 

式中： v 为节理中点体积密度； 为节理和测窗平

面所构成的二面角。 
模拟算例 1、2的节理网络参数推断结果见表 3。 
 

表 3  推断结果对比表 
Table 3  Inference results of simulation 

直径概率密度函数 

算例 区间 

上界 

区间 

下界 
均值 

迹线中点

面密度 

直径 

均值 

节理中点

体积密度 

计算值 15.996 3.196 9.884 2.395 9.897 0.242 
1 

理论值 16.000 4.000 10.000 2.500 10.00 0.250 

计算值 13.197 6.697 10.060 2.418 10.075 0.240 
2 

理论值 ﹢ ﹣ 10.000 2.500 10.00 0.250 

 
根据图 8 和表 3 所列结果，可直观地看出，推

断出的直径分布概率密度函数曲线与模拟区域内的

Poisson 圆盘直径统计直方图，以及直径分布概率密

度函数理论曲线吻合较好；误差产生的原因除了迹

长分布采用多项式形式与真实分布的逼近误差的影

响外，还由于推断的直径分布概率密度函数由无限

测窗下的迹长分布概率密度函数求得，而无限测窗

下的迹长分布是从与测窗相交的未删节迹长获得，

即推断与测窗相交、且产生这些未删节迹长的

Poisson圆盘的直径；产生这些未删节迹长的Poisson
圆盘对应于统计中“样本”，模拟区域内的全部的

Poisson 圆盘对应于统计中的“总体”；由于统计模拟

的随机性，“样本”是不可能完全精确的代表“总体”，
因而这种误差是不可避免的；从图 8 仍可直观地看

出本文提出的直径概率密度函数解析公式和直径概

率密度函数区间推断方法的适用性。 

5  结  论 

（1）本文提出了无限测窗下的迹长分布概率密

度函数的多项式形式，该形式能较好地拟合统计直

方图，从而精确地反映现场实测的迹长分布特征，

通过 Monte Carlo 模拟中验证了该形式的正确性。 
（2）推导了基于多项式形式迹长分布概率密度

函数对应的直径分布概率密度函数的解析解，并采

用 Priest 的解析解验证了本文推导的直径分布概率

密度函数解析解的正确性。 
（3）依据概率密度函数的性质和推导的直径分

布概率密度函数的数学特点，提出了直径分布概率
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密度函数定义域的推断方法。 
（4）采用 Monte Carlo 方法验证本文提出直径

分布概率密度函数解析解和直径分布概率密度函数

定义域推断方法的适用性，从而给出了节理 Poisson
圆盘直径分布概率密度函数的完整适用的推断方

法。 
作者在做 Monte Carlo 模拟时，发现一个问题

需要进一步地讨论和研究： 
Song[5]提出的有限测窗和无限测窗迹长分布的

关系公式（见式（19）），只有在测窗尺度可以涵盖

无限测窗意义下最大迹长时，即直径分布概率密度

函数定义域的上界，才可以获得完整的迹长，但在

实际中，最大迹长往往是未知，如何选用合适的测

窗尺度是需要进一步要研究的问题。 
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